
实验指导：计算机断层扫描图像 
 

教学目的和要求： 

通过计算机断层扫描图像问题，使学生： 

1. 了解可以用线性代数与几何的知识来解决这种类型的重要问题； 

2. 了解计算机断层扫描图像生成的原理； 

3. 了解线性代数与高维几何之间的关系； 

4. 体验利用代数与几何的思想、方法，来分析和解决实际问题的过程； 

5. 激发学生学习数学以及进行探究性学习的兴趣。 

知识点：点积  线性方程组  投影  线积分  

必备技能： 

1. 求解线性方程组 

2. 求多元函数的最小值 

主要内容 

1. 应用场景 

2. CT扫描仪的数学模型 

3. 代数重建算法 

3.1 由投影进行重建的方法 

3.2 平面代数重建算法 

3.3 空间代数重建算法 

4．任务 
 

 



 

“你最喜欢的抽象数学总有一天能找到在实际生活中的应用”这个论点，已经在我们解决X

光CT问题的过程中得到了最好的证明 

—— 劳伦斯夏普 1983.3 

1. 应用场景 

计算机 X 射线断层扫描技术（CT）为它的创造者——EMI 公司的亨斯菲尔德(G.N. 

Hounsfield)和塔夫茨大学的科马克(Allan M. Cormak)——赢得了 1979 年的诺贝尔医学奖

[Gelfand and Gindikin 1990, 1]。CT 技术只需在物体的外围测量，而不需要进入物体的

内部，就可以直接绘制出物体内部的图像。举例来说，CT 医学扫描仪和核磁共振都是在外

部通过 X射线或电磁波对患者大脑进行测量；通过计算能直接建立大脑的图像模型。扫描仪

不拍摄任何照片，而是计算图片。CT技术不仅应用在医学方面，在工业无损监测、农林业、

生态环境检测、地球物理等方面都得到了广泛应用，CT已经由第一代发展到了第五代。 

2. CT 扫描仪的数学模型 

下面的描述从物理上揭示了线积分和扫描仪中 X射线测量之间的关系。 

X 射线由大量的光子组成，这些光子沿着直线 arL , 传播，该直线到光源的距离为 r，直

线 arL , 的法方向为a

，在直线 arL , 上位置 s 的任一个点 x


，如果有 )(sN 数量的光子在 s 处

撞击物体，沿着直线 arL , 的方向穿透过 h的长度，那么物体将会吸收一部分光子并让剩余光

子 )()( sNhsN  穿过，在 hs  穿出。光子被吸收的比例近似于密度 ))(( sxf


和物体厚

度 h的积。 
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等式两端在 X射线穿透的入点和出点间积分得到，  
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因此，如果 CT扫描仪测量了 X射线在穿透前的强度 )(inN ，和穿透后的强度 )(outN ，

那么扫描仪可以得到 ))(/)(ln( outNinN ，即组织密度 f 沿着 X 射线的 Radon 变换的值

(Rf)(r,a)。然后扫描仪的计算机必须计算出在身体的各个地方 x

的密度值 )(xf


。当然必

须有人编程来达到这个效果，正如下面所讲的一样。  

3. 代数重建算法 

这一节从线性代数角度介绍计算机断层扫描问题，无需微积分的预备知识。 

3.1 由投影进行重建的方法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1.从点在两条直线上的投影重构出平面内的这一点 

 

一个点 ),( 21 xx 在平面的坐标 1x 和 2x 是点 ),( 21 xx 在坐标轴上的正交投影，从这个点

),( 21 xx 的正交投影 1x 和 2x 重建这个点 ),( 21 xx 相当于解下述平凡的线性方程组 
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将这推广至所有的线性方程组。 

如图 1所示，点[x1, ,x2]在方向向量 [0.6，0.8]和[0.8，-0.6]上的正交投影分别为 0.7

和 0.5，则 
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其中<,>表示点积，由该方程组可解出 1x 值为 0.82， 2x 值为 0.26。这个解相当于用它的正

交投影 0.7和 0.5重建这个点[x1, ,x2]。 

类似地，解决任何一个线性方程组 Ax b 相当于用 x

在以矩阵 A的行向量为方向向量

的线上的伸缩正交投影来重建空间中的这个点 x

，其中矩阵 A的行不必是标准正交的。 

3.2 平面代数重建算法 

CT断层扫描仪发射穿过患者身体横截面的 X射线。然后扫描仪的测量工具比较 X射线

穿透人体前的强度和 X射线穿过人体后的强度。因为患者体内的各种组织吸收了一些 X射线

的能量，所以 X射线穿过人体后的强度 outI 比它在进入人体前的强度 inI 低： out inI I 。比率

/out inI I 只含扫描仪测量的数据，且在患者体外测量。根据这些数据，扫描仪制造商必须设

计一个算法，使用该算法可以生成显示患者人体组织的图片。因为 X射线的吸收量依赖于 X

射线穿过的物质总质量，扫描仪的电脑必须解一个方程组来计算患者身体任意位置的物质密

度，进而生成用于医疗诊断的图片. 

图2说明了数学在计算机断层扫描中所起的作用。在这个三角形中，这三个圆分别代表

三个已知位置的内部器官，直线表示X射线。设三个内部器官的质量分别为 1x ， 2x ， 3x ，

它们是未知的。一般，每一条X射线穿透不止一个器官。例如，沿 12L 穿行的X射线穿过质量

分别为 1x 和 2x 的器官，其总质量为 21 xx  ，它们吸收一定强度的X射线。通过测量吸收的

强度，可以得到射线通过的总质量 12B 。因此， 1 2 12x x B  。这同样也适应于其他直线，

所以可以得出下列线性方程组 
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图 2.三个圆圈代表三个未知质量 32,1 ,, XXX .直线 312312 ,, LLL 代表三条穿过这些 

未知质量的 X 射线。 133221 ,, XXXXXX  为三条 X射线穿过的物质质量。 

因为这个方程组仅仅只有一个解,所以观测得到吸收量 ),,( 312312 BBB 后，再解出这个

线性方程组可得出这些质量 ),,( 321 XXX 。 

对于医疗诊断而言，计算机断层扫描不仅要在这三个位置，而且要在每一个器官中成千

上万个位置计算组织的密度，而每条 X射线要穿过许多这样的点。因此可以得到含成千上万

个未知数的成千上万个方程的线性方程组。用未知数 nx 表示第 n个选取的点的密度（或者，

可以更准确的说是“线性吸收系数”）。这个问题的解答不仅涉及到线性代数，而且涉及研究

生水平的数学。 



 
图 3.四个圆圈代表未知质量 4321 X,,, XXX ，这些直线代表穿过这些物质的六条 

X 射线。断层图像问题需要设计一个方法根据测量值来计算出 4321 X,,, XXX 。 

实际上，四个点的情况就产生了许多问题，如图 3所示，因为是 6条 X射线穿过它们，

而不是 4条。然而 6个方程只有 4个未知数，所以这个方程组很可能无解。而且，从 6条 X

射线中只选 4条，仍可能会得到一个无解的矛盾方程组。 

练习题 

1. 如例 2中一样，且和图 2中的位置一样。假设扫描仪得到了观测值 9.012 B , 5.023 B

和 8.031 B 。计算吸收量 321 ,, XXX 。 

2. 如例2中一样，且和图2中的位置一样。假设扫描仪得到了观测值 9.012 B , 4.023 B

和 9.031 B 。计算吸收量 321 ,, XXX 。 

3.3  空间代数重建算法 

与测量平面中沿着直线穿行的 X射线的 CT 扫描仪形成不同，核磁共振扫描仪测量空间

中跨域平面的电磁场；但是它们两者的算法是一样的。例如核磁共振扫描仪生成的图像（在

医学中也称为磁共振成像）。 



 

图 4.四面体有四个定点，六条边，四个三角形的面。 

例如，考虑空间中的四个未知质量 4321 ,,, XXXX 。一般，它们确定四个穿过它们的

平面。（四个不共面的物质分别位于一个四面体的顶点上，该四面体有四个三角形平面，见

图 4）用 i 标记不含 Xi的平面 iP 和观测值 iB ，核磁共振的一个观测值相当于该平面三质量

的总合： 
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这四个量仅仅可以作为解释核磁共振扫描仪本质的一个原型。为了使产生的图片拥有足

够高的精确度和清晰度来用于医疗诊断，它需要成千上万个点，从这些点可以列出一个具有

成千上万个方程的方程组。 

有一种与以上不同的算法已经被证明对通用计算机断层扫描更有效。该方法是基于多变

量微积分和相关数学原理的。还有其他的计算机断层扫描方法，例如，用一个不仅在平面内，

而且穿过一个三维空间的 X射线。 



4. 课外任务 

如图 5所示，有 12束 X射线按图示方向通过 9个小正方形，测得 12条射线通过的物质

质量分别为 B1,B2,…,B12. 

1） 试建立这 9个小正方形质量所满足的线性方程组，并判断方程组是否有解，若有解，解

是否唯一； 

2） 将方程组写成矩阵形式； 

3） 由于测量数据有误差，且建方程模型时作了一些近似处理，方程组经常会出现无解的情

形，此时，应该如何求出近似满足方程的解使近似程度尽可能高？ 

 

图 5  通过 9 个小正方形的 12条 X 射线束及其通过的物质质量 
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